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Introducado

Neste capitulo, os conceitos de sinais e sistemas lineares sdo revisados
e uma atengdo especial é dedicada a transformada de Fourier.

Em comunicagodes, os sinais sdo usados para transmitir informagdo
através de canais de comunicagoes.

Os canais de comunicagoes podem ser modelados como sistemas lineares
e provocar distorgdes de amplitude e fase nos sinais.

Além disso, os conceitos de poténcia e energia de sinais sdo revistos e
discutidos.

Finalmente, sdo caracterizados sinais do tipo passa-baixa e passa-faixa
através de manipulagdes algébricas.



A. Conceitos basicos

o Na nossa exposicdo, sdo considerados sinais que sdo fungdes no fempo e
que podem ser matematicamente representados por x(t).

AWAWAR
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o Operagdes bdsicas em sinais envolvem deslocamento no tempo, reversado
no tempo e escalonamento.
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Operagoes bdsicas

i) Deslocamento no tempo

x(t) = x(t = t,),

em que t, (t, > 0) pode ser um retardo ou um avango (t, < 0).

x(t)

A

/ N\

X(t - to)
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ii) Reversdo no fempo

x(t)

x(t) » x(—t)

x(—t)
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iii) Escalonamento no tempo

x(t) - x(at), a>0

x(at) x(t) x(at)

a>1
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Classificacdo de sinais

o Sinal continuo no tempo vs sinal discreto no tempo:
o Sinal continuo: x(t), t € R
o Sinal discreto: x[n], n€{...,—2,-1,0,1,2, ...}

o Amostragem de um sinal continuo no tempo x(t) em um sinal discreto no
Tempo:

i =x@ | _  =x(nTy),
— 0

em que T, € o periodo de amostragem.
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Exemplo 1

Considere o sinal descrito por

x(t) = Acos (2 fyt + 6)
x(t)

NEVANYA N,

"2 Y

Mostre o sinal amostrado a uma taxa T,

x[n]

4
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\l/ZTO\l/4To \ n




o Sinais podem ser fungoes reais ou complexas ao longo do tempo.

o Em comunicagdes, sinais complexos sdo muito usados para modelar sinais
que carregam informagdo na fase e/ou na amplitude.

o Um sinal complexo pode ser descrito por

x(t) = xg(t) + jx;(t)
= Ae’?,

—1 Im{x(t)} .

em que A = \/x2(t) + x2(t) é a amplitude e 6 = arg{x(t)} = tan Rt &0

fase.
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Exemplo 2

Escreva o sinal x(t) = Ae/(?™0t*9) em funcdo das partes imagindria e real e
dos componentes de magnitude e fase.

x(t) = Ael@nfot+6)
= Acos(2rfyt + 0) + jA sen(2mfyt + O)
= xg(t) + jx;(t)
= Jx2(t) + x?(t)e) 2reix(®}




o Sinais podem também ser classificados como deterministicos ou
aleatorios.

o Em sinais deterministicos, os valores de x(t) sdo nimeros reais ou
complexos.

o Em sinais aleatérios, temos um processo estocdstico.

o Nesse dltimo caso, a cada instante de tempo x(t) (ou x[n]) € uma
varidvel aleatdria descrita por uma fungdo densidade de probabilidade.



o Além disso, os sinais podem ser classificados como sinais periddicos ou
ndo periddicos.

o Um sinal periddico x(t) satisfaz a propriedade

x(t+Ty) = x(t), Vt,
em que T, € o periodo do sinal que assume valores reais e positivos.

o Para sinais discretos periddicos, tem-se

x[n + Ny| = x[n], Vn,
em que N, € um inteiro positivo.

o Se o sinal ndo satisfaz as condigdes acima ele é ndo periddico.



Exemplo 3

Considere o sinal x[n] = A cos(2nfyn + 6) e verifique se ele é periddico.

Para o sinal x[n] = A cos(2rfyn + 6) ser periddico, € preciso que

2nfo(n + Ny) + 0 = 2nfyn + 0 + 27k, k inteiro

o que resulta em
anONO = 21k e fo = Nﬁ
0

Logo, o sinal € periddico apenas para valores racionais de f;.



o Sinais causais sdo também importantes pois o conceito de causalidade é
fundamental para sistemas realizaveis.

o Um sinal é causal se x(t) 4

x(t) =0, for t <0

ou de forma equivalente,

x[n] =0, for n <0



o Sinais também podem ser classificados como sinais pares e impares.

o Um sinal x(t) € par se ele tem simetria com relagdo ao eixo vertical.

x(t) = x(—t)

| >
o Um sinal x(t) € impar se ele é antisimétrico com relagdo ao eixo vertical.

1 x(t) = —x(—t)

v

o Em geral, qualquer sinal pode ser escrito como a soma dos componentes
par e impar
x(t) = x () + x,(2),

x(t)—x(—t)

e xo(t) — 5

em que x,(t) = w



Exemplo 4

Decomponha o sinal x(t) = Acos (2nfyt + 6) em seus componentes par e
impar.

Para® =0 ouf =+

N

, Tem-se
A A
x(t) = > cos(0) cos (2mfyt) — Esen(@) sen (2mfyt)
Como cos (2mfyt) € par e sen(27f,t) € impar, obtém-se

X, (t) = gcos(e) cos (2mfyt)

x,(t) = gsen(e) sen (2mfyt)



o Para sinais complexos, uma outra forma de simetria chamada de
simetria Hermitiana € comumente utilizada.

o Um sinal complexo x(t) (ou x[n]) € chamado de Hermitiano se a parte
real € par e a parte imagindria € impar.

o Por exemplo, o sinal x(t) = Ae/?™ot & Hermitiano.
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Sinais com energia ou poténcia
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o Para qualquer sinal x(t), a energia do sinal é dada por

T
*© 2
& = ] lx(t)|? dt = lim jTlx(t)I2 dt

o Para um sinal x(t), a poténcia é descrita por

1
Px - Th—l;noo?

T
2 2

J_le(t)l dt,
2

o Para sinais reais substitui-se |x(t)|* por x*(t).

o Diz-se que um sinal € do tipo energia se e somente se ¢, € finito,
enquanto um sinal do tipo poténcia satisfaz 0 < P, < co.



Exemplo 5

Calcule a energia e a poténcia do sinal x(t) = Acos (2nfyt + 0)

T

= lim fz A? cos?(2rfyt + 0) dt = o

T— oo

P, = lim = fz A? cos?(2nfyt + 0)dt

T—>o0oT

= lim = fz [1+ cos (4mfyt + 20) ]dt

T—>o0oT

TS oo | 2T 8T foT

2 2 .
= lim |£X + ( 2 sen (Amfot + 29)) ZT L <w
2

. , ~ A? By T .
Logo, o sinal & do tipo poténcia com P, = —-. Como ele € periédico a energia ¢
infinita.



Sinais importantes e propriedades

i) Sinais senoidais

x(t) = Acos (2mfyt + 0),
em que A, f, e 6 sdo a amplitude, a frequéncia e a fase, respectivamente.

ii) Sinais exponenciais complexos

x(t) = Aej(anoHB)’

em que A, f, e 6 sdo a amplitude, a frequéncia e a fase, respectivamente.
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iii) O sinal degrau unitdrio

t=0

1,
u(t) = {0 t <0

iv) O pulso retangular

1 1
1, —-<t<-
rect(t) = { 2 2

0, caso contrario

U(t) A
1
t
rect(t) 4
1
-1% 1yt
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v) O sinal triangular

t+1, —-1<t<0
tri(t) =<—-t+1, 0<t<1
0, otherwise

vi) O sinal sinc

sen(mt)
sinc(t) = A 0
1, t =

~
ﬁ
~.

\
~

—/

sinc(t) 1

v

»
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Exemplo 6

. . . ~ t (T
Escreva e esboce um sinal que seja a combinagdo de rect (Z) e tri (5)
t .t
x(t) = rect (—) + tri (—)
4 2

X(t) 5 A
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vii) O sinal sgn
sgn(t) 1
1, t>0 1
sgn(t) =<-1, t<0 >
0, t=0 » t

vii) O sinal impulso

Matematicamente, o impulso §(¢) ndo € uma fungdo nem um sinal mas uma
distribui¢do dada por

A 1, t=20
o) _{o, t#0
1 A

»

[Z_d(t) 8(t)dt = ¢(0)

v

5(t) = <-u(t)
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Exemplo 7

Calcule

a) y(©) =x(t) = 6(t — to)

y(®) = x(t) * 6(t — to) = x(t — to)

b) z(t) = cos(t).5(t — ty) para t, genérico e para t, =0
z(t) = cos(t).6(t — ty) = cos(ty). 6(t — t;)

Para t, = 0 tem-se
z(t) = cos(0).6(t) = 5(¢t)



Classificacdo de sistemas
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o Em comunicagdes, um sistema é uma entidade que realiza operagoes
matematicas em sinais, resultando em sinais modificados na saida.

o Matematicamente, escreve-se uma operagdo de sistema como
y(t) = T{x(t)},

em que x(t) € o sinal de entrada, y(t) € o sinal de saida e T{.} € a operagdo
matemdtica realizada pelo sistema illustrada por

x(t) y(t)

Sistema

T{. }

_ e



i) Sistemas discretos e continuos no tempo
y[n] = T{x[n]}
and y(t) = T{x(t)}
ii) Sistemas lineares e ndo lineares

Um sistema T{.} € linear se e somente se, para quaisquer sinais de entrada
x1(t) e x,(t) e constantes a e 5, tem-se

T{ax,(t) + fx,(t)} = aT{x,(t)} + BT{x,(t)},

que envolve as propriedades aditiva e de superposigdo.
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Exemplo 8

Verifique se os sequintes sistemas sdo lineares:

a) Yy =ax*@t)

b) y(t) =x(t —ty)
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Solugdo:
a) Usando y(t) = ax?(t) e T{ax,(t) + Bx,(t)} = aT{x,(t)} + FT{x,(t)} tem-se

a(ax; (t) + Bx,(0)?# aa(x,(0)” + ap(x, (D)

Logo, o sistema é ndo-linear
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b) Usandoy(t) = x(t — tg)e T{ax,(t) + Bx,(t)} = aT{x,(t)} + BT{x,(t)} tem-se
axy(t — to) + Bxa(t — to) = axy(t — to) + Bxa(t — to)

Logo, o sistema é linear
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iii) Sistemas invariantes e variantes no tempo

Um sistema € invariante no tempo se a relagdo de entrada e saida ndo varia

com o tempo.
(t)
*(®) Sistema g y(®) [
() /N

X' () x(t —to) y(t —to) Y'(6)
Sistema
[ [ () ] [ /\

x(t)

v

v




Sistemas lineares e invariantes no tempo (LTT) sdo importantes pois estes
sdo completamente especificados pelas suas respostas ao impulso.

Logo, a resposta de sistemas LTI a sinais pode ser calculada pela
convolugdo do sinal de entrada e da resposta ao impulso do sistema:

y(t) = h(t) * x(t)
= ffooo h(t — 1)x(7)dt



iv) Sistemas causais e ndo causais

Um sistema € causal se a sua saida a qualquer instante de tempo t, depende
do sinal de entrada antes de t,:

y(to) =T{x(®)}, t=<t

Uma condigdo necessdria e suficiente para um sistema LTI ser causal € que
a sua resposta ao impulso h(t) seja causal:

h(t) = 0, fort <0
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Exemplo 9

Verifique se o sistema y(t) = x(t) cos 2rf,t € variante no tempo.
x(t) y(t) = x(t) cos 2mfyt
Sistema
T{.}

Como x(t — ty) produz y(t) = x(t — to) cos 2 fyt, o que € diferente de

y(t —to) = x(t — to) cos 2mfy(t — to),

o sistema é variante no tempo.



Andlise de sistemas LTI

RIO

o Muito sistemas de comunicagdes podem ser modelados como sistemas
LTI, que sdo completamente especificados por suas respostas ao impulso.

o Como os canais de comunicag¢oes sdo modelados como sistemas LTI entdo
o conhecimento destes pode descrever completamente os sistemas.

o A resposta ao impulso h(t) de um sistema € a resposta do sistema ao
impulso unitdrio dada por

h(t) = T{6(D)},

em que a resposta do sistema no instante de tempo 7, §(t — t), para sistemas
LTI é descrita por

h(t,7) = h(t — 7).
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o A saida y(t) de um sistema LTI a uma entrada x(t) pode ser expressa
em termos de x(t) e a resposta ao impulso h(t):

y(t) = T{x(®)} = T{x(t) * 5(6)}
=T{J__8(t — 1) x(x)dr}
= [0 T{8(t — D}x(t)dr
= [* h(t —Dx(®)dt = h(t) * x(D),

que é expressa como a convolugdo de h(t) e x(t).
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Exemplo 10

Considere um sistema LTI e um sinal de entrada dado por

x(t) = Aej(znfot'l'e).

Calcule a resposta do sistema.



y(t) = ffooo h(D)x(t — 1t)dt = f_woo h(1)Ael Crho(t=1)+0) g

= Ae/?mot )b f_woo h(t)e™ /2™ dy

H(fo)

— Ael2mfot ojb H(f,)
= AeJ2mhot IO |H(f,)|e) arg tH(fo)},

0 que mostra que a resposta de um sistema LTI a uma exponencial complexa
com frequéncia f, € uma exponencial complexa com a mesma frequéncia.

Isso mostra que exponenciais complexas sdo autofungoes de sistemas LTI,



B. Andlise de Fourier

Muitos blocos de construgdo em sistemas de comunicagdes podem ser
modelados por sistemas LTT.

Nesse caso, é comum o uso da integral de convolugdo

co

y(t) = j h(t)x(t — 7)dt

Uma abordagem alternativa consiste no uso de autofungdes de sistemas
LTI, que resulta no uso de andlise de Fourier.

Em particular, emprega-se a série de Fourier para sinais periddicos e a
transformada de Fourier para sinais ndo periddicos.



Série de Fourier

o Considere um sinal periddico x(t) com periodo T, e suponha que as
seguintes condigoes de Dirichlet sdo satisfeitas:

i)  x(t) é absolutamente integrdvel no seu periodo
To
J lx(t)|dt <
0
ii) O ndmero de mdximos e minimos de x(t) em cada periodo é finito.

iii) O ndmero de descontinuidades de x(t) em cada periodo € finito.



o Entdo, x(t) pode ser expandido em termos de exponenciais complexas

{ j2mn }
e To J_,, da seguinte forma:

j 2
jamn,

x(t) = Lne—oXne o,
em que
—j2mn

1 +T —t ~ . . .
X, = T—Of; “x(t)e To dt sdo os coeficientes de Fourier.

o Para um « arbitrdrio, que pode ser escolhido comoa =0oua =Ty, f; =
1 / A . / 4
—éa frequéncia fundamental de x(t) e T, € o periodo fundamental.

0



Exemplo 11

RIO

Determine a expansdo em série de Fourier para

—nT,
x(t) = X% _ rect (t : 0),

em que T € uma constante que corresponde a largura do pulso

x(t)

N S
N[
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Solugdo:
Ty T, ,
1 2 _jn2mt 1 2 _jn2mt
_ To At — — T,
Xy = ) 2 x(t)e o dt T, Ele o dt
1 TO l jnnt jnnr]
= —— e To —eTo [ n+0
Ty —jn2m
=n—1nsin($) =T131nc< 7;, ) n=+0
0 0 0
Logo, tem-se .
jn2mt —
x(t) - Zn——oo SlnC( T;T) e To TO
0
AN
ARV \/ v
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Exemplo 12

Determine a representagdo em série de Fourier de um trem de impulsos
descrito por

x(t) = Xn=- o 6(t — nTp)

2 x(t)

SERREEEE

I I I I I I
-4 3 -2 -1 1 2 3 4 t

v
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Solugdo:
To
1 i _jn2mt _jn2mt
Xy = | x(t)e To dt——J S(t)e To dt
0
_1
=2
Com esses coeficientes, tem-se
- 1 - jn2mt
x(t) = Z 5(t —nTy) = — Z e To
To
n=— co

n=— oo



Resposta de sistemas LTI a sinais
periddicos

o A resposta de um sistema LTI a um sinal exponencial complexo é um
sinal exponencial complexo com a mesma frequéncia e uma mudanga na
amplitude e na fase.

o A resposta em frequéncia da resposta ao impulso h(t) de um sistema
LTI € dada por

H(f) = Joo h(t)e 72 tdt

o Supde-se que o sinal de entrada x(t) a um sistema LTI € periédico com
periodo T, e representagdo descrita por

(0]

j2nnt
x(t) = Z Xne To

n=— oo



o Logo, a resposta do sistema é dada por

y(t) = T{x(t)} = T{ Z X ejoZnt}

n=— o

j2mn j2mn

= Yn=—oXn T {eT_Ot} = Yo Xn H (%) e To

j2mn

t

t
_ 0
—Zn:—ooyne To ]

em que y, = xpH (7). lyal= Ixal [H (7)| € arglyn} = arglra} +arg{H (%)}

o Nota-se que apenas os componentes de frequéncias na entrada sdo
encontrados na saida ja que o sistema LTI ndo introduz novas frequéncias.



Exemplo 13

Considere um trem de pulsos triangulares dados por

»

x(t) 4

t+1, —-1<t<0 /\/\/\
tri(t) =<{—-t+1, 0<t<1

0, otherwise _1 1 ¢

emque T, =2
a) Determine os coeficientes da série de Fourier de x(t)

b) Supondo-se que o sinal € aplicado a um sistema LTI com resposta ao

t, 0<t<1

.. calcule o sinal na saida.
0, caso contrario

impulso h(t) =

v



b)

1 To _jn2mt 1 To _jn2mt
Xn=—[ 7, x()e To dt = - o tri(t)e  To dt
2 2

_ 1 . —jnmt g5 — 1 (0 —jnmt 1l _ y,—jnmt
= Zf_ltrl(t)e jnmt qe _zf—l(t + e /™Mt dt + zfo (1 —t)e /"mtdt

1 . 2 (Tl)
= —SInc —
2 2



Relacdo de Parseval

o A relagdo de Parseval estabelece que a poténcia de um sinal periédico é
a soma da poténcia dos componentes da série de Fourier do sinal.

o Considere a representagdo em série de Fourier de um sinal periddico
x(t) descrita por

(00]

j2nnt
x(t) = Z xpe To

n=-— oo

o Calculando-se |x(t)|?, obtém-se

o0 (0] .
j2n(n—-m)t
X@OF = ) ) e

n=—com=— oo



o Integrando-se ambos os lados, obtém-se

a+Ty a+Ty j2rm(n—-m)t
j |x(t)|?dt Z Z x,’;xnj e To dt

a

|
s3
Ng|
=8
i
8_
=
)
s

em que

o De fato, a relagdo de Parseval mostra que a poténcia do sinal periddico é
igual a poténcia da somas das poténcias dos harmanicos.



C. Transformada de Fourier
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o Nesta segdo, considera-se a representagdo em série de Fourier para
sinais ndo periddicos usando-se exponenciais complexas.

o O espectro resultante desta representacdo € continuo e consiste na
transformada de Fourier.

o Supde-se que o sinal x(t) satisfaz as condigoes de Dirichlet:
i) x(t) é absolutamente integrdvel no seu periodo
To
j x(t)|dt < oo
0
ii) O ndmero de mdximos e minimos de x(t) em cada periodo é finito.

iii) O ndmero de descontinuidades de x(t) em cada periodo € finito.



o A transformada de Fourier de x(t) € entdo definida por
X(f) = j_oo x(t)e /2 tqt

o A transforma inversa de Fourier é descrita por
0 =[xy,

em que X(f) é uma fungdo complexa, sua magnitude |X(f)| e fase arg{X(f)}
representam a amplitude e fase dos componentes de frequéncia de x(t).
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o A transforma de Fourier X(f) do sinal x(t) emprega a notagdo
X(f) =3{x(O)}

o A transformada inversa de Fourier usa a hotagdo
x(t) = 371X ()}

o Quando a variavel da transforma de Fourier é w = 2nf entdo tem-se

X(w) = joo x(t)e J@tdt

x(t) = %jw X(w)el®tdf
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Exemplo

Calcule a transformada de Fourier de

1 1
1, —=<t<-
rect(t) = 2 2

0, caso contrdario

14

rect(t) 1

»

— %

Y2

v
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Solugdo:

»

X(f)=sinc(f) 1

X(N) =3x0)} = [, x(®)e M at Q

L f
= [~ rect(t)e 2V tdt = [? e~ /2t
2

1
e~ J2mft| 2 1 : _: sin(rtf) .
- — ——— (pJ2nft _ j2mfty — 222\ )
j2nf 1 Jj2nf (e € ) f sinc(f)
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Exemplo 15

Calcule a transformada de Fourier de x(t) = §(t) e a transformada inversa
de Fourier de X(f) = 6(f).
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Solugdo:
X(N) =3x0)} = [, x(®)e ™ at

= [ 8(t)e I tdt = 8(t)|y =g =1
x(t) = [© X(f)el™tdf
= [% 8(f)el™Itdf =1

Logo, tem-se
138(f) e 8D &1
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Propriedades

i) Linearidade

Sax,(t) + Bx,(0)} = aX,(f) + BX2(f)

i) Dualidade
Se X(f) = 3{x(t)}

entdo x(f) = 3{X(—1)} e x(—f) = 3{X ()}



Exemplo 15

1, t=0
usando a

Calcule a transformada de Fourier de u(t) = {0 £ <0

propriedade da linearidade.
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Solugdo:
1, t=0
Pode-se escrever u(t) = {0’ ¢ < o como

1 1
u(t) = > + Esgn(t)

A transformada de Fourier € dada por

X(f) = 3x(®)} = Iu®)}
=3{2} +3sen®} =36(N + =

ja2nf
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iii) Deslocamento no tempo
S{x(t —ty)} = J x(t —to)e T2 tdt

Fazendo-se u =t — t, tem-se

S{x(t —to)} = [ x(we /¥ oe=i2m ugy
= e 2mfto [P x(u) e T2 gy
= e /2o {x (1)}
= e /2o X(f)
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Exemplo 16

. . 3 3
Determine a transformada de Fourier de x(t) = rect (t = E)' em que to =7

t{t >
rec 5

1__

»

v




Soluc¢do:
X(f) = (D)} = e /2™ 2 S{rect(t))

. 3
= e *™ 2 sinc(f)
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iv) Escalonamento

Para qualquer ndmero real a # 0, tem-se

lal

S{x(at)} = iX <£>



Exemplo 17

3 0<t<4

Determine a transformada de Fourier de x(t) = , .
0 caso contrario

x(t)

3

v



+& B 3

Pt

RIO

Soluc¢do:
; : t—2
O sinal pode ser escrito como x(t) = 3rect (T)

A transforma de Fourier de x(t) é dada por

X(H=3x®)}=S3 {31‘eCt (%)}

= 35 {rect (%)} = 3e )22y {rect G)}
= 3¢ J4nf |—1| sinc(4f)
4

= 12e /4™ sinc(4f)
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v) Convolucdo:
I{x(t) *xy(t)} = ffooo[ffooox(r) y(t — t)dt|e ™2™ tdt

= ffooox(r)[fjoooy(t — 7)e )2mf(t-1) dt]e‘jznﬁdr

Fazendo-se u =t — 7 tem-se

=f x(7) U y(u)e /2 dyl e~ 12T dr

Y (f)
=Y() [ x(@)e /2 dr
= X(HY () = I{x®)IS{y ()}
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vi) Modula¢do

S{x(D)e/2m ot} = [ x(t)e I2mhote=I2nitgy
= f_oooo x(t)e_jzn(f_fo)tdt
= X(f ~ fo)

X(f)

»

X(f)

v

v

-+
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Exemplo 18

Determine a transformada de Fourier dos seguintes sinais:

a) x(t) = e/?mhot
b) ¥(t) = cos2rfyt)

c) z(t) = x(t)cos(2mfyt)
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Solugdo:
a)
X(f) = 3{x(6)} = I{es2™ot}
=6(f = fo)
b)

Y(f) = 3y ()} = I{cos2nfyt)}

1 . 1 .
— ) ,J2wfot 4 — ,—j2mfot
3{gersenc 4 gemsen]

1 1
= S8(f = fo) +56(f + fo)



Z(f) = 3{z(t)} = I{x(t) cos(2mfot)}

= 3{x(0) (Fe/70t + /2ot )]

= ~X(f — fo) + 3 X(f + fo)
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vii) Relagdo de Parseval

Se as transformadas de Fourier de x(t) e y(t) sdo denotadas por X(f) e
Y(f), respectivamente, entdo

j x(©)y" (©)dt = j X(F) Y*(Ndf

Se fizermos x(t) = y(t), obtém-se

f Ix(0)|2dt = f X(PI2df,

que é conhecido por Teorema de Rayleigh.
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viii) Autocorrelagdo

A fungdo autocorrelagdo de um sinal x(t) € dada por
R, (1) = j x(O)x*(t —7)dt = x(7) x*(—71)

O Teorema da autocorrelagdo estabelece que

S{R(D} = IX(NI?
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ix) Diferenciacdo:

A transformada de Fourier da derivada do sinal pode ser obtida por

d
3 {ax(o} = j2mfX(f)
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Exemplo 19

. . a, .
Calcule a transformada de Fourier do sihal x(t) = — tri(t)

X(t) A
1

v
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Solugdo:

d
X(f)=3x(®)} =3 {atri(t) }

= j2rf 3{tri(t)}
= j2nf sinc?(f)
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x) Diferenciagdo no dominio da frequéncia

. n d
S{ex(0)} = ( n) X

xi) Integragdo

t
s{ [ x| =204 x50



o
b':Qj‘
5§ XY
] &} &%)
A 5‘]
l,m"l

RIO

xii) Momentos

Se X(f) = 3{x(t)} entdo o n-ésimo momento de x(t) é dado por

oo . d B ] n dn
j_oot x(t) t—(m) 7D,



~

PUC

RIO

Exemplo 20

Calcule a transformada de Fourier do sinal x(¢t) = e~ %t o >0

x(t)

v
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Solugdo:
Pode-se escrever x(t) como

x(t) = e *u(t) + e*tu(—t)
Entdo calcula-se a transformada de Fourier

X(f) = 3{x(®)} = I{e *u(t)} + I{e%u(-t) }
= [, e” *tu(t)e 2 tdt + F{eu(-t) }
= [ e~ @2t ge 4 F{e®u(—t) }

1 1 2a
a+j2nf = a—j2nf  a?+4m2f2

- X()

v



Transformada de Fourier
de sinais periodicos

o A transformada de Fourier de sinais periédicos consiste em fungoes
impulso no dominio da frequéncia.

o Considere um sinal periédico x(t) com periodo T, e sejam x, o0s
coeficientes da expansdo em série de Fourier do sinal

(&0] .
j2nnt
x(t) = Z xpe To

n=-— oo

o Calculando-se a transforma de Fourier de x(t), obtém-se

X() = 300} = T oo n 5 (F = 1),

0 que mostra que a fransformada de Fourier de um sinal periodico é uma
sequéncia de impulsos na frequéncia espagados por T.
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o Se definirmos o sinal truncado xr,(t) como

To Ty
x(t), ——<t<—
xTO (t) — ( ) 2 2
0, caso contrario
pode-se escrever

(0]

x(t) = z xr, (t — nTp)
n=-— oo
o Como xg (t —nTy) = xg (t) * 6(t —nTy), tem-se

X(O) = x5, (0 ) 6(t = nTy)

n=-— oo



o Logo, usando-se o teorema da convolugdo, obtém-se

1 = n
o > 5(F =)

n=— oo

X(f) = XTo(f)

= I o Xn (1) 80 = 1)

o Comparando-se o resultado anterior com

X() = Yie w6 (f = 7).

conclui-se que

1 n



Resumo do procedimento

Dado um sinal periodico x(t) , pode-se encontrar x, da seguinte forma:

Ty Ty
x(t), ——<t<—
(t): () 2 2

i) Determina-se o sinal truncado xr,
0, caso contrario

ii) Calcula-se a transformada de Fourier do sinal tfruncado xr (t)

n

iii) Avalia-se a transformada de Fourier do sinal fruncado xr, (t) em f = —e
0

1
escalada por —:
To

X() = 5 wxn 8(F = 7).



Exemplo 21

em que T € uma constante que corresponde a largura do pulso.

x(6)

v

N [
N N



O sinal truncado é dado por

xr,(t) = rect (%)

A transformada de Fourier de x (t) é descrita por

X(f) = S{xTO (t)} = tsinc (tf)

Logo, tem-se



Transmissdo em canais de
comunicacgoes

o Os canais de comunicagoes podem ser modelados como sistemas LTI,

o Logo, a transmissdo de sinais em canais de comunicagées pode ser
modelada como a transmissdo de sinais em sistemas LTT.

o O ftfeorema da convolugdo serve como ferramenta para analisar
problemas de transmissdo do tipo

Y(f) = HHX(),

em que X(f), H(f) e Y(f) sdo as transformadas de Fourier dos sinais de
entrada, do canal e da resposta do sistema.
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Exemplo 22

Calcule a resposta y(t) do seguinte sistema de transmissdo.

x(t) y(t)
Canal
[ h(t) |

em que x(t) = sinc (W;t) e h(t) = sinc (W,t)
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Usando a transformada de Fourier, tem-se

X(F) = Sx(®)) = Slsine (Wy0)) = =rect (L)

wy
e
H(f) = 3{h(t)} = I{sinc (W,t)} = Wizrect (%2 )

A saida é dada por

Y(F) = HOX(P) = prect (L Yrect (£ )

W

= —rect (L), wy=w,
. Wz Wl Wl

L1 rect (L ), W, <W;

WZ W1 WZ

XD 4o
1
— W1 % f
2 2
1
HD |,
- W, W, f
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No dominio do tempo, tem-se um sinal passa-baixa dado por

(1
—sinc (Wit), Wy < W,
~—1 Wz
y(©) =3y (ny =4
—sinc (Wzt), Wz < Wl
\Wl




o Sinais com uma representacdo no dominio da frequéncia que contém
frequéncias proximas da origem sdo sinais passa-baixa.

o Um sistema LTI que deixa passar todas as frequéncias abaixo de W e
rejeita as frequéncias acima de W é um sistema passa-baixa ideal.

o Exemplos de sistemas passa-baixa, passa-alta e passa-faixa ideais sdo
mostrados abaixo.

IH(HI |1 HOI |1 HOI |1

:

7 w f —w w f w, -w, wy W, f

passa-baixa passa-alta passa-faixa



RIO

o Em filtros passa-baixa, passa-alta e passa-faixa ndo ideais, a largura de
faixa é usualmente definida em termos da reducdo de 50% de |H(f)|?.

o Essa largura de faixa é conhecida como faixa de 3dB do filtro e é
ilustrada por

|H(O)I |1
1

-

I~
7/
e

v

o A frequéncia f, determina a largura de faixa de 3dB do filtro.
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Exemplo 23

A magnitude da fungdo de transferéncia de um filtro é descrita por

|H(f)| = :
jl + (10600)

Determine o tipo de filtro e a sua largura de faixa de 3dB.




Em f =0, tem-se |H(f)| = 1 e |H(f)| diminui a medida que f — oo.

Logo, trata-se de um filtro passa-baixa.

Para obter a largura de faixa de 3dB faz-se IH()
1
5 1 1 5 1 i ] ‘_:r\
1+(39050) ) ;
0 que resulta em fo /

f, = 10000Hz ou 10 kHz.

Logo, o filtro é passa-baixa e possui uma largura de faixa de 3dB de 10KHz.



D. Energia e poténcia

o A energia de um sinal x(t) é definida por

oo

Ex =j |x(t)|?dt
o A poténcia de um sinal x(t) é descrita por
T
P = lim [’ 2d
o= Jim [lxoPde
2

o A seguir, serdo consideradas as fungoes densidade espectral de
poténcia e autocorrelagdo dos sinais do tipo energia e poténcia.
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o Para um sinal do tipo energia x(t), define-se a fungdo autocorrelagdo

Ry (7) = x(1) * x*(—7)
= jr x(t)x*(t — 7)dt

= Jroo x(t+ 7)x*(t)dt

o Fazendo-se t = 0, obtém-se

e = j x(0)|2dt = f X(F)I2df



o Um sinal x(t) aplicado a um canal de comunicagées modelado como um
sistema LTI com resposta ao impulso h(t) resulta na saida

y(t) = h(t) * x(t)
ou

Y(f) = H(HX),

o A energia de y(t) é descrita por

:, = j LICIE f GRY

= [7 [HOPIX(F)I12df = R, (0),

em que R, (1) = y(1) * y*(—7) € a fungdo autocorrelagdo de y(t) .
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o A transformada inversa de Fourier de |Y(f)|* é dada por

Ry,(0) = I7HIY(NOI?} = STHIHOIPIX(HI7}
=3IHIHOIPISHIX(HI%3
= Rp(7) * Ry (7)

1, W<f<W+TW

, . tem-se
0, caso contrario

o Supondo-se que H(f) = {

IY(f)IZ _ |X(f)|2, W<f<WwW+VW
0, caso contrario

%=1Jﬂﬂﬁﬁ
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Exemplo 24

Determine a fungdo autocorrelagdo, a densidade espectral de energia e a
energia do sinal x(t) = e~*u(t), a > 0.

x(t)

v




Solugdo:

A transformada de Fourier do sinal é dada por

X() = S0 = 7

O médulo ao quadrado do sinal indica a densidade espectral de energia, que
é dada por

=) = IXPE = Gy
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A fungdo autocorrelagdo do sinal € calculada por

1
R.(1) = STHIX(P)IP} = e e

A energia do sinal é calculada por

1
Rx(o) — %



o A fungdo autocorrelagdo de média temporal de x(t) é definida por
T
1z )
R, (1) = Th_r)noofj_zx(t)x (t —7)dt
2

o A densidade espectral de poténcia de x(t) é descrita por

Sx(f) = IR, (D)},

em que R (1) = IS, ()} e P, = R, (0) = [~ S.(f)df.



o Um sinal do tipo poténcia x(t) aplicado a um canal de comunicagdes
modelado por um sistema LTI com resposta h(t) gera a resposta

y(t) = j h(t — 7)x(7)dt
o A fungdo autocorrelagdo de média temporal para o sinal y(t) é dada por
T
12 )
Ry (1) = Th_r)noo?J_Zy(t)y (t —7)dt
2
o Substituindo-se y(t) obtém-se

1z w
R, (1) = Th_r)noo?j_Z U_ Ooh(u)x(t - u)du] U_ c>oh (W)x*(t —t—v)dv|dt
2
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o Introduzindo uma mudanca de variavel w = t — u, obtém-se

T
Ry (1) = f_oo j_ Ooh(u)h*(v) Tli_r)noo%j_zz[x(t —wx*(u+w—1—v)dw]dudv
2

= joo joo h(w)h*(V)Ry(t + v —u)dudv = h(z) * h*(—1) * Ry (1)

o Calculando-se a transformada de Fourier da expressdo acima, tem-se

S,(f) = 3{R, (@} = HEYH*(f)Sx (f)
= |H(F)|? S (f)



o Suponha que o sinal x(t) € periddico com periodo T, e tem-se os coeficientes
de Fourier {x,} da sua expansdo.

o A fungdo autocorrelagdo de média temporal é dada por

T
1 (2

R, (1) = Tli_)moofj Tx(t)x*(t — 17)dt
2

To
1 =2

- T—Of_ZT_Ox(t)x*(t —1)dt

o Usando a expansdo em série de Fourier, obtém-se

1 % 0 oo jZnnT jZn(n—m)t
R, (1) = T_JTo 7 7 XpXne To e To dt
0 J J

2 N=—ocom=— 00
j2mn

T
= Z?lo=— ) |xn|2 e To
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o A densidade espectral de poténcia de um sinal periédico é dada por

Se(f) = 3{R(1)}
=T o lxal? 8 (F = 7).

em que a poténcia do sinal periddico x(t) é

b= [ snas = 3 bl

n=— oo
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o Se o sinal periddico for aplicado a um canal de comunica¢ées modelado
como um sistema LTI com resposta em frequéncia H(f) obtém-se

Sy(f) = 3{R, (D)} = H(HH* (f)Sx(f)
= |H(I* Sx(f)

= IH(POP Loz o lal? 6 (f — 1)
= T bl 1H () P8 (F - £)

o A poténcia do sinal y(t) é dada por

b= sar- Y i (7)

n=— oo



E. Transformada de Hilbert

o A transformada de Hilbert de um sinal x(t) desloca os componentes em
frequéncia deste sinal em 90° , gerando o sinal %(¢t).

o A transformada de Hilbert é muito Gtil em comunicacdes e
processamento de sinais, e foi inventada por David Hilbert.

o David Hilbert foi um dos mais influentes matematicos
alemdes nos séculos 19 e 20.

o Hilbert foi professor na Universidade de Goettingen
e desenvolveu muitas ideias nas dreas de dlgebra,
geometria, operadores espectrais e fisica matemdtica.
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o Por exemplo, a fransformada de Hilbert do sinal

x(t) = Acos(2mfyt + 0)
¢ dada por

xX(t) = Acos(2mfyt + 0 —90° ) = Asin(2mfyt + 6)

o A ftransformada de Fourier do sinal £(t) equivale a multiplicagdo de X (f)
por —jsgn(f) :

X(f) =3{x®)} = —jsgn(HX )

1
t—1

dt

_ 1 0
2O =5HEP) = —ex 0 = [ x@
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Exemplo 25

Determine a transformada de Hilbert de x(t) = 2sinc(2t)
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Solugdo:
A transformada de Fourier de x(t) = 2sinc(2t) é descrita por

X(f) = 3{x(t)} = 23{sinc(2t)}

_ 1 f
=2 Erect <§>

= rect (f +%) + rect (f — %)



Para obter a representagdo no dominio da frequéncia da transformada de
Hilbert de x(t), emprega-se

X(f) = 3RO} = —jsgn(HX)
= —jsgn(f) (rect (f + %) +rect (f B %))
= jsgn(f)rect (f + %) —Jrect (f B %)

Calculando-se a transformada inversa de Fourier de X(f), obtém-se

2(t) = ITHX (N}
= je /™sinc(t) — je/™ sinc(t)
= —j(e/™ — e7I™)sinc(t)
= —j2jsin(mt)sinc(t)
= 2sin(mt)sinc(t)



Propriedades

i) Transformagdo de sinais pares e impares:

a fransformada de Hilbert de um sinal par € impar , enquanto a
transformada de Hilbert de um sinal impar é par.

i) Reversdo de sinal:
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iii) Energia:

fe= | lR@PA= [ R

iv) Ortogonalidade:

O sinal x(t) e sua transformada de Hilbert x(t) sdo ortogonais.



F. Sinais passa-baixa e passa-faixa

o Um sinal passa-baixa é um sinal cujo espectro é localizado em torno da
frequéncia zero.

o Um sinal passa-faixa € um sinal cujo espectro é localizado em torno de
uma frequéncia f;, que € muito maior do que a largura de faixa do sinal.

o Considere um sinal passa-faixa descrito por
x(t) = Acos(2nf,t + 0)
= Acos(0)cos(2nf.t) — Asin(0) sin(2mf,t)

= x.cos(2nf,.t) — x,sin(2nf.t),

em que x. = Acos(6) é chamado de componente em fase e x; = Asin(6) € o
componente em quadratura.
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o O sinal passa-baixa pode também ser descrito como um fasor:

x,(t) = A(t)e/?®
= x(t) + jxs(t),

em que A(t) e 6(t) variam lentamente.

A .
Im(x;(t)) Ael®

.

Re(x;(t))
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o Pode-se entdo reescrever o sinal passa-faixa x(t) como

P

x(t) = Acos(2nf,.t + 6)
= Re [A(t)ej(znfct+9(t))]

= A(t)cos(0)cos(2nf.t) — A(t)sin(0) sin(2mf.t)
= x.(t)cos(2nf,t) — x,(t)sin(2mf.t),

que contém uma faixa de frequéncias.

A X(f)

[\ [

—fe fo=W  fo fetW

f



o Nesse caso, os componentes em fase e em quadratura sdo
x.(t) = A(t)cos(6)

xs(t) = A(t)sin(0),
o O sinal passa-faixa pode ser expresso como

x(t) = x.(t)cos2nf,t) — xs(t)sin(2mf 1),

em que os componente em fase e em quadratura sdo sinais passa-baixa, o
que permite a representagdo do sinal passa-baixa complexo como

x,(8) = A®)el?® = x (t) + jxs (D),

que é conhecido como o equivalente passa-baixa de x(t).



o A representagdo do sinal passa-baixa x;(t) em coordenadas polares é
dada por

x,(t) = A(t)e/?®

xs_(ﬂ}

=1
_ [0+ 2@ )

em que a envoltdria e a fase do sinal passa-baixa sdo descritas por

()] = AW = [x2(0) +x2(2)
xs(t)}

argx;(t) = 0(t) = tan™?! {xc(t)



o Usando as relagdes entre os sinais passa-faixa x(t) e passa-baixa x;(t),
tem-se

x(t) = Re |x;(t)e/?™/et]
— Re [A(t)ej(anCt+9(t)]
= A(t) cos(2nf,.t + 0),

que € uma forma de expressar um sinal em termos da envoltéria complexa e
da fase do sinal passa-faixa.
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Considere uma mensagem m(t) a ser transmitida em um sinal passa-faixa
descrito por

x(t) = m(t) cos(2mfyt) — m(t) sen(2mfyt)
a) Determine a envoltéria e o equivalente passa-baixa do sinal x(t)

b) Determine e esboce a transformada de Fourier de x(t)
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Solugdo:

a)

A envoltéria do sinal pode ser escrita como

z(t) = x(t) + jx(t)
= m(t) cos(2mfyt) — m(t) sen(2nf,t)
+j[m(t) sen(2rfyt) — m(t) cos(2mfyt)]

= (m(t) + jm(t))e/2™ot
O equivalente passa-baixa do sinal é dado por

xl(t) — xc(t) +jxs(t)
= z(t)e /2™t = m(t) + jm(t)
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b) A transformada de Fourier de m(t) € M(f) e a transformada de Fourier
de x(t) é descrita por

X(f) =3tx(®)} = I{m(t) cos2rfot) — m(t) sen(2mfot)}

o(f— o . 6(f—fo)—6

= %M(f + fo)ll —sgn (f + fo)] +%M(f — fo)l1 —sgn (f — fo)]

X(f)

A

/ N,

—fo =W —fo fo fo+W f




