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VI. Processos estocdsticos

Neste capitulo, as nogdes bdsicas e os conceitos gerais necessdrios ao
estudo de processos estocdsticos sdo introduzidos.

Exemplos de processos estocdsticos especificos sdo discutidos bem
como formas de caracterizd-los.

Além disso, sdo estudados momentos e a especificagdo de processos
estocdsticos encontrados em casos praticos.

Sdo ainda discutidas as nogées de independéncia estatistica,
descorrelagdo e ortogonalidade entre processos estocdsticos.

Em sequida, estuda-se processos Gaussianos, sua interagdo com
sistemas lineares, a densidade espectral de poténcia e teoria das filas.



A. Definigdo de processos
estocadsticos

Considere um mapeamento que associa a cada ponto-amostra w € Q uma
fungdo real de uma pardmetro t pertencente a um conjunto Y.

Em geral, o pardmetro t estd associado ao tempo.

Desta maneira, cria-se uma familia F de fungdes de t (t €Y). Este
mapeamento denomina-se processo estocdstico.

Um processo estocdstico é o mapeamento matematicamente definido
por
x: QA ->F

w - x(t,w)t €Y
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o O mapeamento de x para o caso particular em que Y = (0,T] € ilustrado
pela figura abaixo.

AW\
—>
0 T t
A x(twy)
—>
0 : T t
—>
0 T t



o E importante observar que um processo estocdstico nada mais é do que
uma fungdo de duas varidveis, w e t, cujos dominios sdo Qe Y € R.

o Pode-se também interpretar um processo estocdstico como uma colegdo
de v.a.s

o E comum chamar cada fungdo pertencente a familia F por fungdo
amostra e o conjunto de todas as fungdes por ensemble.



Uma interpretagdo interessante é obtida ao se variar ou fixar w ou t no
processo estocdstico x(t, w):

i) Para w et varidveis -> uma familia de fungdes amostra no tempo.
ii) Para w fixo e t varidvel -> uma Unica fungdo amostra no tempo.

iii) Para w variavel e t fixo -> uma v.a.

_X(tl, (‘))_

iv) Para w variavel ou tq, t,, ..., t, fixos -> um vetor aleatério x(t) = x(tzz, ®)

X (ty, W)
v) Para w et fixos -> um nimero real.



LY B. Classificagdo de processos
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i) Processo estocdstico continuo de pardmetros continuos.

A Xt w)

AV
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ii) Processo estocdstico discreto de parametro continuo

A Xt w)

f o
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iii) Processo estocdstico continuo de parametro discreto

A Xt w)
Amplitude
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iv) Processo estocdstico discreto de pardmetro discreto

A Xt w)

Pl




N 3 C. Exemplos de processos
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i) Chamadas telefonicas

A X(t) L
Numero
de —
chamadas
R —
0 tp t2 t3 ty ty t

Processo estocdstico discreto de pardmetro continuo.
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ii) Ruido térmico
A n@®

DAV A

0 t

Processo estocdstico continuo de pardmetro continuo.



iii) Sinais de voz

05 ,

0.4 —
03 —
0.2 _
01 —
0f Y
01+ —
02 —
03+ —

04+ _

05 '
4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Processo estocdstico continuo de pardametro discreto
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iv) Sinal recebido de um enlace de radio

A S®
Amplitude ,

sinal

>

t

Processo estocdstico continuo de pardmetro continuo.



D. Especificagdo de processos
estocdsticos

o Fixando-se um valor para o pardmetro ¢, (t € Y) de um processo
estocdstico x(t), obtém-se uma v.a. representada por x..

o Associada a esta v.a. tem-se uma FDP F,,(X) e uma fdp p,, (X)

o Definigdo 1: especificacdo de la. ordem de um processo estocdstico

Diz-se que um processo estocdstico estd especificado até a la. ordem
quando a fdp p,,(X) é conhecida para qualquer valor de t € Y, ou seja,

Dx, (X)), Vte R



Exemplo 1

Considere um processo estocdstico x(t), cujas fungdes-amostra sdo retas

da forma
x(t) = at + a,,

Em que a, e a, sdo as v.a.s conjuntamente Gaussianas, ou seja, elas formam
um vetor Gaussiano a . Suponha que

_ N R

ma=l8] e K,=

N[R =

a) Determine p,, (X), Vt

b) Calcule P(xs > 0)



a) Para determinar a fdp de 1%. ordem calcula-se
a,
X =at+a, =|t 1[ ]=Ta
t 1 2 =1 | a,
Como a é um vetor Gaussiano x; € uma v.a. Gaussiana e

0
my, =Tmg = [t 1] [0]=0
of, =TK,T" =t*+t+1

Logo, tem-se
1 _X—Z
D (X) — e 2(t2+t+1)
xt V2mVEZ + t+ 1
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b) Para calcular P(x5 > 0) procede-se da seguinte forma:

P(xs > 0) = fooopxs(X)dX
XZ

*© 1
= ————e¢ 62dX
Jo V2mv31

= Q(0) =+



o Definigdo 2: especificagdo de 2%. ordem de um processo estocdstico

Um processo estocdstico esta especificado até a 2°. ordem quando a fdp
conjunta py, », (X1,X3) é conhecida para qualquer par de valores (t,t,), t; €

Y,t, €Y, ou seja,

pxtlxtz (X1)X2)) \ tl € Y, t2 € Y



Exemplo 2

Seja x(t) o processo estocdstico definido no exemplo 1. Para determinar a
expressdo da fdp de 2. ordem de x(t) considere 2 v.a.s x;, e x;, que sdo

descritas por

Xe, = a1ty T ap
xtz — a1t2 + az'

em que o vetor aleatdrio x, cujas componentes sdo Xt, @ X¢,, Se escreve

= N

emqueT = [tz 1] =l8] e K,=

NP =

a) Determine py, », (X1,X7)

b) Calcule P(xs > 0|x, < 0)



Solugdo:
a) Como a é um vetor Gaussiano, x € também um vetor Gaussiano e pode-se
escrever

m, =Tm, = [tl ﬂ lg] =0

ty
tit, ]
2+t + 1 t1t2+172+1
— T _
K,=TK,TT = 0t 2
t1t2+7+1 t2+t2+1

A expressdo da fdp de 2. ordem é determinada por

e~ %[X1 X2]Kxt Xl]

1
2. /det K, X

pxtlxtz (Xl’ XZ) — p.X'(X) —



b) Para calcular P(x5 > 0]|x, < 0) deve-se obter as quantidades em
P(x5>0,x7<0)

P(xs > 0|xy < 0) =

P(.X'O<0) !
em que
0 1 XZ 1
P(x0<0)=j ez =1-0(0) ==
_oovz 2
e
1 31 % - X,
—X1 X2]| ) [Xz]
P(xs > O X0 < O) = J j e ddexl
”\/T
Logo, tem-se

2
P(xs > 0|xy < 0) = f f Oom/_e_%(31X22—7X1X2+X12)dX2dX1,

que pode ser calculada numericamente



o Defini¢do 3: especificagdo de ordem m de um processo estocdstico

Um processo estocdstico estd especificado até a ordem m quando a fdp
conjunta

pxtlxtz"'xtm (X1JX2J 'Xm)
é conhecida para qualquer conjunto {t;,t,, ..., t;}

o A especificagdo completa requer a especificagdo até a ordem m, o que
na maioria dos casos € muito complexo ou impraticavel.

o Por este motivo, restringe-se na prdtica a especificagdo até 2°. ordem.
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o Os momentos de um processo estocdstico sdo os momentos de v.a.s

E. Momentos de processos
estocdsticos

definidas em quaisquer instantes do processo.

o Definigdo 4: média de um processo estocdstico

A média de um processo estocdstico x(t), representada por m,(t), é
definida como a média da v.a. x; associada a um instante qualquer t €Y, ou

seja,

m,(t) = E[x;]

=J Xpe,(X)dX, tEY
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o Definigdo 5: fungdo autocorrelagdo de um processo estocdstico

A fungdo autocorrelagdo de um processo estocdstico x(t), representada por
R, (t;,t,), € definida como a correlacdo entre as v.a.s x(t,) e x(t,) associadas
a dois valores quaisquer t; € Y e t, € Y do pardmetro de x(t), ou seja,

R, (t1,t2) = E[x(t1)x(t;)]
= [ 5 X XoPr iy, (X1, X)d XodX,, i €Y @ty €Y

o Note que o valor da fungdo de um processo estocdstico quando t; = t, =
t € o valor médio quadrdtico do processo estocdstico dado por

R, (ty, t,) = R, (t,t) = E[x?], tey
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o Definigdo 6: fungdo autocovaridncia de um processo estocdstico

A fungdo autocovariancia de um processo estocdstico x(t), representada por
K,(t,,t,), € definida como a covaridncia entre as v.a.s x(t,) e x(t,) associadas
a dois valores quaisquer t; € Y e t, € Y do pardmetro de x(t), ou seja,

K, (t1,ty) = E[(x(t1) — my (1)) (x(t2) — m,(t2))]

— f_oooo f_oooo(Xl - mx(tl))(XZ _ mx(tz))pxtlxtz (Xl;XZ)dxldX2;
ti€EYet, €Y

o A relagdo entre a média, a fungdo autocorrelagdo e a fungdo
autocovariancia de um processo estocdstico x(t) € dada por

K, (t1,t7) = Ry (ty,t5) — my(t1)m, (£;)



Exemplo 3

Considere o processo estocdstico x(t) = a;t + a,, em que a; e a, sdo v.a.s

conjuntamente Gaussianas com médias m,, = E[a;] = mg,-E[a,] =0 ,

e\ . oA\ . 1
varidncias o5, = o, = 1 e covariancias kg q, = 5 = ka,a,-

Calcule a média, a fungdo autocorrelacdo e a fungdo autocovariancia de x(t).



+& B 3

.._e'_

PUC

RIO

Solugdo:
A média de x(t) é dada por

m,(t) = E[x(t)] = E[a,t + a,] = E[a;]t + E[a,] =0
A fungdo autocorrelagdo é calculada por

R, (t1,tp) = E[x(t)x(t;)]
= E[(a1t, + ay)(ast, + ay)]
= t1tE[a,°] + E[a1a5](t; + t5) + Elay?]



Como m,, = E[a;] = mg,=E[a,] =0 e o} =0, =1, tem-se

o2, = E[(a; —mgy,)?| = E[a;%] = 1 (valor médio quadrdtico)

02, = E[(a, = m,)?] = Fla,?] = 1

, . 1
Além disso, como ko,q, = Ka,a, = E[(a1 —ma,)(az — mq,))] = Elasa;] =,
tem-se

K, (ty,t3) = Ry (tq, t) — my(t)m, (¢3)
= t1t,E[a,°] + E[a;a,](ty + t) + E[ay?]

=tit, +5(t; + ) + 1



F. Processos estocasticos usuais e
aplicagoes
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i) Transmissdo bindria semi-aleatoria

Considere o processo estocdstico x(t) cujo intervalo € dado por

I, = ((n — DT, nT], n inteiro
em que x(t) pode assumir um dentre 2 valores, A e —A.

Uma fungdo amostra deste processo estocdstico € ilustrada abaixo.
x(t)= Z%_ﬁo(—l)"ﬂArect(t —nT)

_______

_____________

______________________
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Supde-se que o valor do processo em um determinado intervalo é
estatisticamente independente do seu valor nos demais intervalos.

Além disso, supde-se que os valores A e - A ocorrem com probabilidades p e
(1 — p), respectivamente.

Para um instante genérico qualquer t, a fdp de 1® ordem do processo é
expressa por

Px,(X) =p6(X —A)+ (1 —p)6(X + A)

A média deste processo estocdstico € dada por

me(©) = Elxel = | Xpe,00dX = A@2p = 1)



Para calcular a fungdo autocorrelagdo R, (t;,t,) deste processo, considere a
v.a. y = x(t1)x(t,), em que t, e t, sdo instantes quaisquer satisfazendo

ty € I,
t, € I,

Sdo consideradas 2 situagoes distintas. Na primeira delas, os instantes t; e
t,, que definem x(t;) e x(t,), pertencem ao mesmo intervalo, ou seja, n; = n,.

Neste caso, a v.a. y assume o valor 4% e tem-se

Py|n,=n, (V) = o(Y — AZ)



Na segunda situagdo, considera-se que n,; # n, e que a v.a. y pode assumir
os valores A% e —A?%, o que resulta em

P(y = A%|ny # ny)
= P(xt1 A xi, = A|n1 * nz) + P(xt1 —A,x¢, = —A|n1 * nz)

P(y = —A%|n; # ny)
= P(xt1 = A, x¢, = —A|n1 * nz) + P(xt1 = —A,x, = A|n1 * nz)

Dado n; # n, a v.a. x(t;) toma valores independentemente da v.a. x(t,), e
obtém-se

Py = A%*Iny #ny) =p* + (1 —p)*=2p*—2p+1

P(y = —A%*|ny # ny) = 2p — 2p*
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Consequentemente, fem-se

Pyin,=n, (¥) = 2p% — 2p + DY — A%) + (2p — 2p?)S(Y + 4?)

Como R, (t;,t;) = E[x(t;)x(t;)] = E[y] obtém-se de py,,=n,(¥) = 5(¥ — 4%)

€ Pyjn,=n,(Y) que

2 —
A, ng =n,

R, (t,t,) =
x(tt2) A2(2p —2p?), n, #n,



ii) Processo de Poisson

Considere a experiéncia que consiste em observar o nimero de ocorréncias
de um evento durante um intervalo At.

Seja N este nlimero supde-se que a probabilidade de k ocorréncias em um
intervalo At é dada por

e_/lAt(AAt)k
k! ’

P(N =k) = k=0,1,..,

em que os nimeros de ocorréncias em intervalos disjuntos sdo eventos
estatisticamente independentes.



Define-se o processo x(t) da seguinte maneira: assume-se que x(0) =0 e
que x(t) € o nimero de ocorréncias ho intervalo (0, t).

Desta forma, x(t) é completamente especificado e o processo associado é
um processo de Poisson, conforme ilustrado abaixo.

A x(t) -

15 -1
10 4,—1




Observe que para qualquer par de instantes (ty,t,) com t, >t;, a
x(t;) — x(t;) tem fdp de Poisson de parametro A(t, — t;).

Considere agora o cdlculo de momentos de x(t) com t, >t, e k =0,1,2, ...

que resulta

k
e_/‘l(ta_tb) (A(ta - tb))

P(x(tq) —x(tp) = k) = k!

Pode-se entdo verificar que
Elx(t2) — x(t1)] = A(tqg — tp)

E[(x(t3) — x(t1))?] = 2%(tq — tp)? + A(ta — tp)

v.a.

0



O valor esperado do produto das v.a.s (x(t,) — x(tp)) e (x(t.) — x(tz)) pode
ser calculado para t, > t, > t. > t; levando em conta sua ind. est.

E[(x(ta) — x(tp))(x(tc) — x(ta))] = E[x(ta) — x(tp)] E[(x(tc) — x(ta)]

— Az(ta - tb) (tc — ta)

No caso em que os intervalos (t,,t;) e (tg, t.) Se superpdem, as v.a.s ndo
serdo independentes, conforme ilustrado abaixo.

(tp,ta) N (tartc)




Nesta situacdo, usa-se

x(tq) — x(tp) = (x(tq) — x(to)) + (x(tc) — x(tp))
x(te) = x(tq) = (x(tc) — x(tp)) + (x(tp) — x(ta))

em que, apds manipulagdes, obtém-se

E[(x(ta) — x(tp)) (x(te) — x(ta))] = 2°(tq — tp) (tc — ta) + A(tc—tp)
A média e a fungdo autocorrelagcdo de x(t) sdo obtidas a partir de
E[(x(t,) — x(tp))] e da expressdo anterior.

Tomando-se t, =t et, = 0 em E[(x(t,) — x(t,))] obtém-se

my(t) = E[x(t)] = At
Tomando-se t, =t;, t. =t, ety =tz =0 em E[(x(ty) — x(t,))(x(t,) — x(ty))]
obtém-se
Aty + A%t.t,, t; >t

Rx(tlitZ) — E[X(tl)x(tz)] — At _|_/12t t t: <t
1 12, 1 =2
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iii) Onda senoidal com fase aleatoria

Considere o processo estocdstico x(t) definido por

x(t) = Asin(2nf, + 0)
em que 6 € um dngulo de fase modelado com uma v.a. uniformemente
distribuida em (0,27], ou seja,

—, 0 € (0,2
pe(0) =42m (0,2m]

0, © =% (02n]
A média deste processo estocdstico € dada por

m,(t) = E[Asin(2rf,t + 0)] = jooA sin(2rf,t + 0)pe(0)dO

21 1
= j Asin(2rnf,t +0)—dO =0
0 2T



A fungdo autocorrelagdo do processo estocdstico € dada por

R, (ty,t;) = E[x(ty)x(t,)] = E[Asin(2rf,t; + 6) Asin(2nf,t, + 0)]
= 5 Elcos(2nf, (t,=t:)] — 5 Elcos(2mfy (tp+1)) + 26]

Levando-se em conta que

E[cos(2nf,(t,+t;)) + 20] = J
0

2T

1
cos(2mf,(t,+t1)) + 29)%d® =0

tem-se
2

R, (t1,t3) = Bl [cos(2mf, (tz—t1))]



Para determinar a fdp de 1® ordem deste processo estocdstico basta
verificar que x, € uma fungdo da v.a. 6, ou seja,

x; = g(0) = Asin(2nf, + 6)

Usando-se as ferramentas de fungdes de v.a.s pode-se chegar a fdp de 1°
ordem deste processo:

1
, | X]| <A

pxt(X): VA% — X2 sl
0, |1 X| > A



G. Estacionariedade de processos
estocdsticos

o Um processo estocdstico pode ser estaciondrio em diversos graus.

o A estacionariedade significa que as propriedades estatisticas de um
processo estocdstico ndo se alteram ao longo do tempo.

o Defini¢cdo 7: estacionariedade de ordem m

Um processo estocadstico x(t) € dito estacionario de ordem m quando a sua
fdp de ordem m ndo varia com um deslocamento no fempo, ou seja, quando

pxt1xtz"'xtm (X1;X2; er) — pxt1+fxt2+r...xtm+T(X1'XZ) ""Xm): V1

A T

—!

A

N,

~

)

'
(I

~
=
.5<




Observacoes
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i)  Um processo estocdstico x(t) € estaciondrio de 1* ordem quando

pxt (X) — pxt+T (X); v T

A igualdade acima é satisfeita se, e somente se, a fdp de 1? ordem do
processo € a mesma para qualquer 7, ou seja, p,,(X) ndo depende de t.

i) Um processo estocdstico x(t) € estaciondrio de 2% ordem quando
Px, xe, (X1,X3) = thlﬁthﬂ(Xsz), V1

A igualdade acima € satisfeita de, e somente se, a fdp de 2® ordem do
processo estocdstico depende apenas da diferenga entre t; e t,.

iii) Se x(t) € um processo estocdstico de ordem m entdo ele é tfambém
estaciondrio de ordem k, V k < m.



o Defini¢cdo 8: estacionariedade no sentido estrito

Um processo estocdstico é dito estaciondrio no sentido estrito, ou
estritamente estaciondrio, quando ele é estaciondrio de ordem m para
qualquer valor inteiro de m.

pxt1xt2"'xtm (Xl'XZJ JXm) — pxt1+/1xt2+/1---xtm+/1(X1’XZ’ me)r v /1,7’",



o Definigdo 9: estacionariedade no sentido amplo

Um processo estocdstico x(t) € dito estaciondrio no sentido amplo se
mx(t) = Nx, Vit

Rx(tl; tZ) — Rx(T): v T,

o que é verificado quando a média é constante e sua fungdo autocorrelagdo
depende da diferenga t = t, — t;.

o Se um processo estocdstico é estaciondrio de 2% ordem entdo o
processo é também estaciondrio no sentido amplo. Entretanto, a
reciproca ndo é verdadeira.



Relagoes entre processos
estocasticos e estacionariedade

/ Processos
estocasticos
Processos
estocasticos

estacionarios
de 12 ordem

Processos
estocasticos
estacionarios
de 22 ordem

Processos
estocasticos
estacionarios

de ordem m
Processos
Processos estocasticos
estocasticos estritamente

estacionarios no estacionarios
sentido amplo



Ergodicidade

o A caracterizagdo completa de um processo estocdstico exige o
conhecimento de todas as suas fungoes-amostra.

o Essa caracterizagdo permite a determinagdo de diversas estatisticas do
processo como, por exemplo, sua média e sua fungdo autocorrelagdo.

o Entretanto, para processos ergédicos essas caracteristicas podem ser
determinadas a partir de apenas uma fungdo-amostra.

o Para processos ergddicos, os valores médios e momentos podem ser
determinados através de médias temporais.



o Em particular, o momento de ordem m pode ser obtido através da média
temporal
1

T
T m
im = | Gecopmae

em que x(t) € uma fungdo-amostra qualquer do processo.

o Note que em um processo ergddico, todas as fungées-amostra fornecem
o mesmo valor para o limite na equagdo acima.

o E comum assumir ergodicidade para fins praticos ainda que seja muito
dificil prova-la para processos fisicos.



Propriedades

o Em processos estocdsticos estaciondrios no sentido amplo, a fungdo
autocorrelagdo R, (t,,t,) depende apenas da diferenga t, —t; e pode ser
representada por

R (1) = Ry (ty,t3) = E[x(t1)x(t2)],
em que T = tz - tl‘
o Neste caso, tem-se

Ry(7) = E[x(Ox(t + 7)]
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i) A fungdo autocorrelagdo R, (7 ) de um processo estocdstico estaciondrio
no sentido amplo é par, ou seja,

Ry(t) = Ry(—7)

ii) O valor da fungdo R, (7) de um processo estocdstico estaciondrio no
sentido amplo em © = 0 € igual ao valor médio quadratico do processo:

R,(0) = E[xz(t)]



iii) Se um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo contém uma
componente periédica de periodo T, ou seja, se

x(t) = x(t + nT), n inteiro,

entdo sua fungdo autocorrelagdo R, (7 ) possui uma componente periodica de
mesmo periodo, ou seja,

R,.(t) = R,(t +nT), n inteiro,



iv) Se um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo ndo contém
componentes periddicas, entdo

lim Ry (t) = mi(t) =n2
T—00

v) A fungdo R,(t) de um processo estocdstico estaciondrio no sentido
amplo € mdxima para 7 = 0, ou seja,

IR, ()] < R,(0), VT +0



H. Densidade espectral de poténcia
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o Na andlise e projeto de sistemas em engenharia elétrica, € importante
conhecer como a poténcia se distribui ao longo do espectro de frequencuas

o A densidade espectral de poténcia é uma fungdo da frequéncia que, quando
integrada ao longo de uma faixa de frequencnas fornece o valor da poténcia
de sinal existente na faixa de frequéncias considerada.

o No caso de um smal deterministico x(t), a fungdo densidade espectral de
poténcia de x(t) € definida por

Sx(f)
x(t)
%XT@ TlggoIXT(f)IZ A

|
t -f ot

NS T
N~

T
em que X;(f) = 3{xr(t)} € a transformada de Fourier de x;(t) = a %
2



No caso de processos estocdsticos, calcula-se a média estatistica das
densidades espectrais de poténcia de cada fungdo-amostra do processo.

Se(f)
/V »
U

Como as fungdes-amostra de um processo estocdstico sdo fungoes
deterministicas pode-se calcular a densidade espectral de poténcia S, (f).

No caso de um processo estocdstico x(t) tem-se

. 1 X7 ()] ] . ElXr(DI7]
im = lim
T T—oo

Sx(f)=E[ T

T —oo
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o Considerando-se a defini¢cdo da transformada de Fourier, obtém-se

(0]

1 Xr(ON? = X ()X (f) = j xr(ty)e /#mt dt1j xr*(ty)el* ™tz dt,

— 00

o Considerando-se x(t) real e levando-se em conta x;(t), tem-se

2 (2 .
Xl = [, , I’ rr(t)xe (6 D dir

o Usando-se IXT(f)l2 ea expr'essao para S,(f), obtém-se a densidade
espectral de poténcia de x(t):

T T
E[lX 2 1(2 (2 .
() = im L = g 2 : |  Elar (s ele D dedr

= lim = fZTfZ R, (ty, ty) e 12 (ti=t2) gt dt,

T—ooo T



o No caso de um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo, S, (f)
pode ser simplificada usando-se

Ry (t1,t) = Ry(ty — t2)
o Logo, tem-se

T T
Sx(f) —Th_r)glo szfZTR (t; — tp) e™/2(1=t2) dg, dt,
7113)107,[ I7 Ry (ty — t;) rety(t)rety(t;)e 12 (1=t gt dt,
" 1, |t <+
em que I‘etT t) =
0, |t|> g



o Fazendo-se a mudanga de variaveis t, = t; — 7 na integral em t,,
escreve-se

Se(f) = Jim = [% Re(@e ™27 ([ rety(ty)rety(t;)dty)d

o Como a fungdo ret;(t) € par , rety(t; — 7) = rety(r — t;) na integral e a
integral em t; na expressdo acima escreve-se

f_oooo rety (7 — ty)rety(ty)dt; = rety(7) * rety(7) = Ttriyr (1),

_itl |t|<
T '’ -

em que triyr(7) =
0, It >

NSNS



o Como Tlim tri,(7) = 1, obtém-se
—00

1r® .
S = Jim 7 | Re(0e 2 Ttrigy (r)de

- [ " Re@e T = S(RL(1))

0 que mostra que S, (f) equivale a transformada de Fourier de R, (7).

o A poténcia média de um processo estocdstico x(t) em uma faixa de
frequéncias caracterizada por [f;, f>] € calculada por

—f1

f2
Pana = | Saf + [ si(a
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o A poténcia média total de x(t) € obtida por

&=]2%0Mf

em que para o caso de x(t) ser um processo estocastico estaciondrio no
sentido amplo, tem-se

Pr = Ry(0) = E[x*(t)]



Exemplo 4

Um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo é um processo de
ruido branco se sua densidade espectral de poténcia é constante em todo o
espectro de frequéncias, ou seja,

Sx(f) — Cl
em que ¢ € uma constante.

Calcule a fungdo autocorrelacdo R, (7).



.
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Solugdo:
Como S, (f) = 3{R,(1)}, tem-se
R, (7) = 37HS,. ()} (transformada inversa de Fourier)

= 37{d)
= c6(1)
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Exemplo 5

Considere o processo estocastico descrito por
x(t) = Acos(2nf,t + 6),

em que a fase 6 é uniformemente distribuida no intervalo em (0,2r], ou
seja,

— ® e (0,2
pe(©) =121’ (0,27]
0, 0% (0,21]

Calcule a densidade espectral de poténcia S, (f) e a poténcia média do sinal.



Solugdo:
A fungdo autocorrelagdo do processo estocdstico é dada por

Ry (ty, t2) = E[x(t1)x(t2)] = E[Acos(2mfyty + 6) A cos(2mf,t, + 6)]
= £ Elcos(2f, (t—t:))] — 2 Elcos(2nf, (t,+1,)) + 26]
= % [cos2f, (t—t1))]
ou

R, (1) = A?Zcos(anOT)
Logo, a densidade espectral de poténcia é dada por

S:(f) = SR (D)} = S{&cos(2nf,0)}
=2 5(f — f) + 2 6(f + £)

A poténcia média do sinal é descrita por

A2
Rx (0) — o



I. Caracterizagdo conjunta de
processos estocasticos

o Em muitas situagoes, é de interesse examinar dois (ou mais) processos
estocdsticos simultaneamente.

o Nestes casos, é necessdrio especificar conjuntamente os processos
envolvidos.

o Além disso, é fambém possivel definir momentos envolvendo dois ou mais
processos estocdsticos.

o Da maneira andloga, é possivel definir para dois ou mais processos
estocdsticos diversos em diversos niveis de estacionariedade conjunta.



o Definigdo 11: Especificagdo conjunta de ordem m + n de 2 proc. estoc.

Dois processos estocdsticos x(t) e y(t) estdo conjuntamente especificados
até a ordem m+n quando, para todo conjunto de m+n valores
{ti,ty, e, by, t' 1, t 5, o, '} , a fdp conjunta das v.a.s
{x(t1), x(t2), -, x(tm), Y(t1), y(t2), ..., ¥(t,)} € conhecida, ou seja, sabe-se

Pac(t1),x(t2), k() YDV )y (tr) K1 K25 o X, Y1, Yo, 0, V)



o Definigdo 12: Especificagdo conjunta completa de 2 proc. estoc.

Dois processos estocdsticos x(t) e y(t) estdo conjunta e completamente
especificados quando eles estdo conjuntamente especificados até a ordem

m + n para quaisquer valores de m e n, ou seja,

pxtrxtz,""xtm'yt’rYt’z,""yt’n (X1; XZI ) Xm' Y1; Yz, ) Yn)r vm,n



o Definigdo 13: Fungdo correlagdo cruzada

A fungdo correlagdo cruzada Ry, (t;,t,) de dois processos estocdsticos x(t)

e y(t) € definida como a correlagdo entre as v.a.s x(t;) e y(t,) definidas
sobre cada um dos processos, respectivamente.

Isto significa que

Ryy(ty,t2) = E[x(t)y(t2)]



o Defini¢do 14: Funcdo covaridncia cruzada

A fungdo covaridncia cruzada K, (t;,t,) de dois processos estocdsticos x(t) e

y(t) é definida como a covaridncia entre as v.a.s x(t;) e y(t,) definidas sobre
cada um dos processos, respectivamente.

Isto significa que
K.y (ty, t;) = E[(x(t1) —my(t1)) (v (t2) — my(tz))]
Relacdo entre média, funcdo correlacdo cruzada e fungdo covaridncia cruzada:

ny (tl; tz) - ny (tl; tz) - mx(tl)my(tz)



o Definigdo 15: Estacionariedade conjunta de ordem m + n de dois processos
estocdsticos

Dois processos estocdsticos x(t) e y(t) sdo conjuntamente estaciondrios de
ordem m + n quando a fdp conjunta de quaisquer m +n v.a.s

pth,...,xtm,ytll,...,yt/n (Xll R Xml Yll B Yn) = pxt1+r,...,xtm+r,yt/1+T,...,yt/n+1- (Xl’ B er Yl’ B Yn)r V T



o Definigdo 16: Estacionariedade conjunta no sentido estrito de dois
processos estocasticos

Dois processos estocdsticos sdo conjuntamente estaciondrios no sentido
estrito quando, para quaisquer valores de m e n, eles sdo conjuntamente
estaciondrios de ordem m + n, ou seja,

pxty""xtm'yt’1""'3’t'n (Xlr ) er er ) Yn)
-,Xm,Yl, ---,Yn), vm,n,T

- pxt1+'cr---»xtm+‘r»37tll+T:---»Ytln+‘c (Xl’ -



o Definigdo 17: Estacionariedade conjunta no sentido amplo de dois
processos estocasticos

Dois processos estocdsticos sdo conjuntamente estaciondrios no sentido
amplo quando cada um deles é estaciondrio no sentido amplo e a fungdo
correlagdo cruzada R, (t;,t,) dos 2 processos depende apenas da diferenga

T=t2—t1.

Logo, as condicoes a serem satisfeitas no caso de estacionariedade
conjunta no sentido amplo sdo:

m,(t) =1y, my(t) =1, Vt
Ry(t1,t2) = Re(7), Ry (t1,t2) =R, (7), T=1t; — t4
ny(tll tZ) — ny(T), T = t2 — tl



o Definicdo 18: Densidade espectral cruzada de dois processos
estocdsticos

A densidade espectral cruzada de dois processos estocdsticos
conjuntamente estaciondrios no sentido amplo é definido por

S () = 3Ry @} = | Rey(@e™27ar



o Definigdo 19: Processos estocdsticos estatisticamente independentes

Dois processos estocdsticos x(t) e y(t) sdo estatisticamente independentes
quando, para quaisquer valores inteiros positivos m e n, e para qualquer conjunto
de valores {ti,ty, ..,tpm t'1,t'5, .., t'} ., a fdp conjunta das v.as
{x(t), x(t2), .., x(tn), y(t'1), ¥(t'5), ..., ¥(t')} pode ser escrita como o produto da
fdp conjunta das v.as {x(t,),x(t,),..,x(t,)} e com fdp conjunta das v.a.s
{y('),y('2), ...,y(t'n)}, ou seja,

pxtl,...,xtm,yt,l,...,yt,n (Xlt v Xy Y, 0, Yn) = pxtl,...,xtm (Xlx vy Xm )thll»---»Ytln (Y1: ey Yn): Vm,n



o Definigcdo 20: Processos estocdsticos descorrelacionados

Dois processos estocdsticos x(t) e y(t) sdo descorrelacionados quando sua
fungdo covaridncia cruzada € nula para quaisquer valores de t; e t,, ou seja,

ny(t1; tz) — Or v ty, 02,

0 que equivale a

Ryy (t1, t3) = my(t)m,, (t2), Vit



o Definigdo 21: Processos estocdsticos ortogonais

Dois processos estocdsticos x(t) e y(t) sdo ortogonais quando sua fungdo
correlagdo cruzada € nula para quaisquer valores de t; e t,, ou seja,

ny(tlr t2) — 0: v t1, 12,

o Se amédia de um dos processos (x(t) e y(t)) for nula, os processos
estocdsticos descorrelacionados sdo também ortogonais.



Propriedades

Considere a fungdo correlagdo cruzada dada por
Ryy(1) = E[x(®)y(t + D],

em que os processos estocdsticos x(t) e y(t) sdo conjuntamente
estaciondrios no sentido amplo.

As seqguintes propriedades sdo verificadas:
') ny(T) = Ryx(_T)
i) RZ,(1) < R,(0)R,(0)

iii) 2[Ry (D] < Ry(0) + R, (0), VT # 0



J. Processos estocdasticos e
sistemas lineares

RIO

o Esta secdo estuda a caracterizacdo da saida de um sistema linear
invariante no tempo quando se aplica um processo estocdstico
estaciondrio no sentido amplo.

o Considere um sistema linear invariante no tempo descrito pela resposta
ao impulso h(t) com entrada de um processo estocdstico x(t) e saida y(t).

x(t) y(t)
m,(t) " h(® — > m,, (t)
R, (7) R, (1)
S (f) Ryy (T) Sy (f)
Sy (f)

o A saida do sistema se relaciona a sua entrada pela convolugdo dada por

y(8) = h(t) * x(t) = j @At — a)da



RIO

o Os resultados aqui descritos restringem-se ao caso de sistemas
fisicamente realizdveis e estdveis no sentido BIBO dado por:

i) h(t) =0, t<O0 ->sistema causal
i) ffooolh(t)ldt < o ->sistema absolutamente integravel

o Dadas essas condicdes, escreve-se a saida do sistema como
t 0
YO = h(©) +x@ = | x@h(t - dda = [ x( = HhEBIB,
— 00 0

em que a Ultima integral é obtida fazendo-se a =t — B.



RIO

o Considere agora o cdlculo da média e da fungdo autocorrelagdo do
processo estocdstico y(t). A média é dada por

my(© = E©] = | Ex@IA(t - @)da = me(e) » h(o)

o Considerando-se que x(t) € estaciondrio no sentido amplo, e por esse
motivo m,(t) = n,, obtém-se

m,(6) = 1 j h(t — @)da = 7, f R(B)dB = n,H(0) = 1,

em que H(f) = 3{h(t)} € a resposta em frequéncia do sistema, as médias
sdo constantes e o sistema € estavel.



o A fungdo autocorrelagdo R, (t;,t;) de y(t) € dada por

R, (t1, t5) = E[y(t)y(t,)] = j j Elx(@x(B)]A(t; — a)h(t, — B)dadp

- f_oooo f_oooo Rx(a, ﬁ)h(tl - a)h(tz - ,B)dadﬂ
= f_oooo f_oooo Rx(a - ,B)h(t1 — a)h(tz — ,B)dadﬂ

o Fazendo a mudanca de varidveis A =t; —aey =t, — 5, tem-se

Rt =[ [ R (1= 2 = A+ y) RDR) Ay = Ry (o),
YT T—A+y

em que R, (t,t;) depende apenas da diferenga v = t; — t,.
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o Com algumas manipulagdes algébricas, tem-se

Ry(¥) = h(=1) * h(z) * Ry(7)

o A fungdo correlagdo cruzada R, (ty,t;) de x(t) e y(t) € dada por

Ry, (t1,t5) = E[x(t0)y(ts)] = j Elx(t)x()]A(t, — @)da

_ j R, (ty, t; — B)h(B)dS

o Quando x(t) é estaciondrio no sentido amplo obtém-se

ny(tli ty) = ny(T) = j Ry (t1,t; — BYR(B)AB = h(T) * Ry (1)



o Em um sistema linear e invariante no tempo, se x(t) € um processo
estocdstico estaciondrio no sentido amplo entdo x(t) e y(t) sdo
conjuntamente estaciondrios no sentido amplo.

o A densidade espectral de poténcia de y(t) € obtida por
Sy(f) = HIFOYH (IS () = IH()I*S(f)
o A densidade espectral cruzada de x(t) e y(t) é dada por

Sxy(f) = H(f)Sx(f)



Exemplo 6

Considere um processo estocdstico de ruido branco x(t) com média nula e
densidade espectral de poténcia dada por

N
S(f) ==

Neste caso, tem-se R, (1) = 3{S,(f)} = %6 (1)

Determine a média, a fungdo autocorrelagdo e a poténcia média do processo
estocdstico y(t) obtido pela passagem de x(t) através do filtro RC da

figura abaixo.
R

() AT y(t)

I -c_____
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Solugdo:

A resposta em frequéncia do filtro RC é dada por

1
2 fC 1
H(f) =~ fl ~ 1+ j2nfRC
R+ —en j2nf
j2nfC

A média de y(t) é calculada por
my(t) =n,H(0) =n,1=0

Para calcular R, (1) é conveniente calcular primeiro S, (f):

2
, 1 Ny
Sy(f): |H(f)| Sx(f):<1 _|_j27'[fRC> 2
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Usando-se a transformada inversa de Fourier obtém-se

Finalmente, a poténcia média de y(t) é dada por

= DO = [ S,(0af = Ry(0) = 3
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H. Processos estocasticos Gaussianos

o Defini¢cdo 20: Processo estocdstico Gaussiano

Seja x(t) um processo estocdstico com pardmetro definido em [Ty, T,], ou
seja, Y = [Ty, T,]. Este processo é Gaussiano se, para qualquer fungdo g(t),
em que g(t) é tal que [y?] < =, o funcional linear

é uma v.a. Gaussiana.



Propriedades

i) A resposta de um sistema linear a um processo estocdstico Gaussiano
x(t) definido em [Ty, T,] € também um processo estocdstico Gaussiano

ii) Seja x(t) um processo estocdstico com parametro definido em [Ty, T,].
Qualquer conjunto de n v.a.s definidas sobre o processo formam um vetor
Gaussiano

n

T
y= [ gx@dr =) ax, = a'x

L&} i=1
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iii) Se um processo estocdstico Gaussiano € estaciondrio no sentido amplo
entdo ele é estritamente estaciondrio

px(X) = Px/ (X’)



Exemplo 7

Seja x(t) um processo estocdstico Gaussiano com média e fungado
autocorrelagdo dadas por

m,(t) =1 e R, (r) =277l 1 =277 41

Determine a probabilidade P(1 < x, < 3) de uma fungdo amostra deste
processo.
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Solugdo:
Como x, € uma v.a. Gaussiana com média e variancia dadas por

mx4 — E[x4] = 1

Tem-se entado

3 1  (X4—1)? 1
P1<x,<3)=| —e 2 dX,==-0(2)=0,4772
1 2T 2
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Seja x(t) um processo estocdstico Gaussiano com média e fungado
autocorrelagdo dadas por

me(t) =2 e Re(1) = 26(1) ++

Este processo estocdstico passa através de um sistema linear cuja
resposta ao impulso € dada por

h(t) = e tu(t)

Determine a expressdo da fdp de 2% ordem de y(t)
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Solugdo:

A fdp de 2% ordem de y(t) € dada por

1 T _
—5(Y-my) Ky*(Y-my)

1
Y. ,) = e
pytlytz( 1 12) 2m,/det K,

t)]| . : ‘1
Como y = [)’(t1) € Gaussiano com vetor média m, =
K, (t1,t1) Ky, (ty, tz)]

Ky (ty t1) Ky(ta,t2)|
A fungdo densidade espectral de poténcia de x(t) é dada por

e matriz

[my (tl)
my (tz)

covariancia K, =

Se(f) = SR} =3 {zsm + %} =246

A fungdo densidade espectral de poténcia de y(t) € dada por

1 1 2
S = H(DPSP) = 37— j2nf<2+ 5(f)> ot 100



Consequentemente, a fungdo autocorrelagdo é dada por

1
R,(¥) =37 HS,(N} =" + 2

Como a média é dada por m,(t) = m,(t)H(0) = % obtém-se

1 1
Ky, (1) = Ry, (1) —mj(t) = eIl + 1717 eI, T=1—1

Logo, tem-se

1

T Y, —=

1 1 1 —
—5(n—372-3) Ky1< i
pyt1yt2 (Yl' YZ) - 2m,/det K, €

Y25

1 e"T']

,emque K, = o )



